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一种分析软土黏弹性的分数导数开尔文模型 

孙海忠 1，张  卫 2 

（1.同济大学 地下建筑与工程系，上海 200092；2.暨南大学 力学与土木工程系，广州 510632）  
摘  要：软土是一种黏、弹、塑性材料，采用分数微积分模型来研究软土的蠕变规律目前尚未见到。选取了珠江三角洲南沙

地区典型软土作为研究对象，在对其进行大量相关试验的基础上，采用含分数阶导数的开尔文模型来模拟该地区软土的蠕变

规律，讨论了含分数阶导数的开尔文模型的蠕变柔量和松驰模量及其应用。与传统的开尔文模型相比较，分数阶导数的开尔

文模型可以更好地拟合蠕变曲线，而且其形式简单、统一，在计算过程中需要调整的参数很少。可以预见，含分数阶导数的

开尔文体在软土的流变本构研究领域及其计算中将有着广泛的应用前景。 
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Analysis of soft soil with viscoelastic fractional derivative Kelvin model 
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Abstract: Soft soil is a material with the characteristics of viscosity, elasticity and plasticity. Till now, we have not yet seen 
researches on the creep laws of soft soil by using the models of fractional calculus. A number of one-dimensional consolidation tests 
for the Pearl River Delta typical soft soil have been carried out; and the creep laws of the soft soil are simulated by using fractional 
Kelvin model. The creep compliance and relaxation modulus of fractional Kelvin model and its application are discussed. It is shown 
by comparison with the traditional Kelvin model that fractional Kelvin model can simulate the creep compliance curves accurately. It 
has a simple and uniform form, only a few of the parameters should be adjusted in the calculation processes. It is predictable that 
fractional Kelvin body will have wide applications to the field of rheological constitution of soft soil and its calculation. 
Key words: soft soil; viscoelasticity; fractional order derivative; creep 
 

1  引  言 

软土包括淤泥，淤泥质土等，在我国分布广泛。

软土具有天然强度低、压缩性高、透水性小、固结

时间长、流变特性显著等特点。软土地基上的建筑

物常常会出现沉降过大、承载力不足等问题，因此，

流变模型的建立对于软土工程的建设和施工、灾害

预测和防治有着明显的实用价值。陈宗基提出了黏

弹性固结理论（1958 年）[1]，Merchant 建立了

Merchant 流变模型（1956 年）[2]，村山塑郎和柴田

彻提出了村山塑郎固结理论（1956 年）[3]，詹美 
礼 [ 4 ] 、赵维炳  [ 5 ] 、余志顽 [ 6 ] 等基于修正

Komamura-huang 模型理论，通过引入殷宗泽的双

曲服面弹塑性本构模型建立了软土黏弹-黏塑性固

结模型，陈晓平、白世伟[7]建立了非线性弹黏性固

结模型，而殷建华、Graham 建立了一个适用于单向

压缩条件下土体的弹黏塑性本构模型[8-10]，以上这

些模型在岩土工程界具有重大影响，但是它们都是

基于传统的经典黏弹性本构模型建立起来的，鉴于

分数算子在黏弹性本构建模方面具有的一些优越 
性[12,13]，本文拟采用含分数阶导数的改进后的开尔

文模型来模拟软土在一维单向压缩条件下的蠕变过

程。在该模型中开尔文模型的经典 Newton 黏壶被

含分数阶导数的力学单元取代，构成含分数导数的

软土流变模型。采用分数微积分来描述软土的流变

本构关系这一新思路在国际上也属于起步阶段。 
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2  模型的提出 
经典模型理论具有直观易懂、物理概念清晰的

优点，其缺点是在蠕变和松弛初期与试验数据不能

很好吻合[11]。下面提出的分数阶导数的流变模型理

论保留了经典模型理论的优点，克服了其缺点。采

用分数阶导数的流变模型理论实质上就是用含分数

阶导数的力学单元取代 Newton 黏壶而得到的（见

图 1）。为此，首先分析分数阶导数的实质。 
 

 
(a) 开尔文模型                 (b) 分数导数开尔文模型 
 

图 1  开尔文模型和分数导数开尔文模型 
Fig.1  Kelvin model and fractional Kelvin model 

 

对于符合分数阶导数开尔文固体模型的黏弹性

体，其应力-应变关系为[12] 

0 1( ) ( ) [ ( )]rt q t q D t             （1） 
式中：q0代表分数导数开尔文模型中线性弹簧的弹

性模量 E；q1 代表分数导数开尔文模型中黏壶的黏

性系数 ，Dr为 Riemann-liouville 分数导数算子，

其表达式为 
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设函数 f(t)的 Laplace 变换存在且为 F(s)，则分
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若取 m=1,并设 0 初始条件，则： 

(1 )[ ( )] ( ) (0) ( )r r r rL D f t s F s D f s F s      （5） 

分数导数开尔文固体模型本构方程 Laplace 变

换为 

0 1( ) ( ) ( )rs q s q s s            （6） 

分数导数开尔文固体模型松弛模量为[13] 
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                       （7） 
而开尔文固体模型的松弛模量为 

0 1( ) ( )Y t q q t            （8） 

式中： ( )t 为单位脉冲函数。 
比较式（7）和式（8），分数导数开尔文固体模

型可以描述应力松弛现象，而开尔文模型不能。 
分数导数开尔文固体模型蠕变柔量为[13] 
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而开尔文固体模型的蠕变柔量为 
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对于式（10），有：
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         （12） 
对比式（9）和式（11）可以发现分数导数开尔

文固体模型和开尔文固体模型都能描述蠕变现象，

但是，分数导数开尔文固体模型中 r 的变动范围很

大，因而可以更精确地描述材料的流变规律。 

3  应用实例 

土样取自珠江三角洲南沙地区海相淤泥质黏土

层，天然含水率极高，达 80 % ~ 90 %，土样呈流塑

状态，含有机质。对数 10 组原状饱和软黏土进行多

级一维单向压缩次固结试验，试样直径为 6.18 cm，

试样高度为 2 cm，加荷压力分别为 37.5, 87.5, 187.5, 
300, 400 kPa。根据室内试验，试样的基本性质如表

1，试验结果如图 2。 

E   E   

1984 
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表 1  土样基本性质指标统计表 

Table 1  Basic properties of the soil samples 
取样
深度
/m 

含水 
率 
/% 

土粒 
比重 

 

天然 
密度 

/g·cm-3 

饱和
度 
/% 

孔隙 
比 

液限 
/% 

塑性 
指数 

无测限 
抗压强 
度/kPa 

有机质
含量
/% 

1.4 79.0 2.67 1.53 99.3 2.124 55.0 24.0 5.2 2.0 
2.2 87.6 2.67 1.53 100 2.274 51.0 23.0 6.3 3.4 
4.2 87.3 2.67 1.51 100 2.312 49.5 22.5 6.8 4.6 
5.6 94.7 2.68 1.49 100 2.502 60.0 34.5 6.8 4.7 
6.9 85.8 2.70 1.51 99.8 2.322 47.8 24.2 7.1 4.7 

8.6 94.7 2.67 1.40 93.2 2.713 66.0 34.0 7.5 4.7 

 
图 2  多级加载单向压缩蠕变试验 

Fig.2  Uniaxial consolidation tests under multilevel loading 
 

选取在 37.5 kPa 荷载作用下的试验数据，对式

（9）进行最小二乘法数据拟合，从而确定 q0, q1, r
值。将式（10）代入式（9）得 
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（13） 

运用 MATLAB 软件的编程语言进行最小二乘

法非线性拟合得出： 4
0 5.897 9 10 Paq   ，r =0.31，

8
1 3.446 682 74 10 Pa minq    。 

将 q0，r，q1代入式（1）绘出蠕变曲线，并与

开尔文模型进行比较，如图 3。 
同理，选取 87.5 kPa 荷载作用下的试验数据，

对式（ 13）进行最小二乘法非线性拟合得出
4

0 15.897 7 10 Pa,  0.312,   3.446 682 76q r q    
810 Pa min 。将 q0，r，q1 代入式（1）绘出蠕变曲

线，并与开尔文模型进行比较，如图 4。 
从拟合结果可以看出，37.5 kPa 和 87.5 kPa 荷

载情况下的拟合参数相当接近，从而进一步验证了

波尔兹曼叠加原理[14]。在拟合过程中发现，开尔文

固体模型和分数导数开尔文模型中的参数 q0, q1 决

定着拟合曲线的上下移动，对拟合曲线的转动并不

明显，而分数导数开尔文模型比经典开尔文模型多 

出的一个参数 r，它决定着拟合曲线绕其拐点转动，

并且十分敏感。因此，分数导数开尔文模型的拟合

曲线更能精确地逼近试验数据。 
从图 3、图 4 可以看出，在拟合曲线的拐点附

近，经典开尔文模型与试验数据偏差较大。随着蠕

变时间的延长，这种偏差越来越大。可以预计，在

足够长的时间里，经典开尔文模型将与试验数据严

重不符。对于本试验软土土样，含分数算子的流变

模型更能精确地拟合试验数据。这是由分数算子的

核函数为幂律函数，且其指数可为任意实数时有更

大适应范围所确定的，而对照开尔文模型的蠕变柔

量仅用一个指数函数来确定显然要精确得多。另一

方面，本研究表明，软土的流变性更能呈现出代数

性质变化规律的缓变特性而非指数变化规律。 
 

 
图 3  含分数导数的开尔文模型和开尔文 
   模型各自拟合曲线（荷载 37.5 kPa） 

Fig.3  Curves respectively simulated by fractional 
    Kelvin model and Kelvin model（37.5 kPa） 

 

 
图 4  含分数导数的开尔文模型和开尔文模型 

 各自拟合曲线（荷载 87.5 kPa） 
Fig.4  Curves respectively simulated by fractional Kelvin 

model and Kelvin model（87.5 kPa） 

4  结  论 

本文提出用含分数导数的开尔文固体模型来模

拟南沙地区软土的蠕变过程。分数导数开尔文固体

模型采用含分数导数的力学单元取代经典黏弹性理

论中的 Newton 黏壶，其公式推导严格，具有明确

的物理意义。分数导数开尔文固体模型含有少量的

1985 
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参数，能与试验结果很好地拟合，比开尔文模型要

精确得多，并且能够反映应力松弛现象。当然，分

数导数开尔文固体模型还可以与其他弹簧、黏壶、

摩擦件等元件进行串联和并联，并将软土的塑性考

虑进去。本文旨在提出用分数导数微积分来描述软

土的流变本构关系这一独特的新思路，为岩土工程

界同行提供有益的参考。 
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